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Dag Westerstahl ~ Tal till Solomon Feferman

(Nedanstdende text utgor det tal som Dag Westerstdhl holl pd Musikaliska
Akademien 1 oktober 2003, i samband med att Feferman tilldelades Rolf Schock-
priset 1 logik och filosofi. Prissumman var 400.000 kronor. Priset utdelas av
Kungl. Vetenskapsakademien och har tidigare tilldelats W.V. Quine, Michael
Dummett, Dana Scott, John Rawls och Saul Kripke.)

Solomon Feferman har 1dmnat viktiga bidrag inom logikens samtliga
huvudomréden, men idag belonas han med Rolf Schocks pris i logik
och filosofi for sina avgdrande insatser inom den gren av logiken
som brukar kallas metamatematik. For att beskriva dessa insatser &r
det lampligt att utgd frdn det mest uppmérksammade av den moderna
logikens alla resultat, ocksa langt utanfér kretsen av specialister,
nimligen Kurt Godels tvd ofullstindighetssatser frdn 1931. Den
forsta av dessa satser sdger att ingen axiomatisk teori som innehaller
elementdr aritmetik, kan fdnga alla sanna péastdenden som kan
uttryckas 1 teorins sprék. I varje sddan teori kommer det att finnas

pastdenden som &r sanna, men som inte kan bevisas, eller pastienden



som dr falska men bevisbara. Resultatet drar alltsd en skarp grians
mellan sanning & ena sidan och bevisbarhet & den andra.

Godels andra sats handlar om motsdgelsefrihet. Det ar ett
minimikrav pd en teori att den inte leder till motsdgelser: frdn en
motsédgelse kan ju vad som helst bevisas. Fragan dr nu hur man kan
veta att en teori dr motsdgelsefri. Den frdgan stod hogt pd dagord-
ningen under den moderna logikens forsta period, beroende pé att
man upptickt motsdgelser 1 foreslagna axiomatiseringar av méngd-
teori. Russells Paradox ar det mest kdnda exemplet. Det stod klart att
paradoxerna inte berodde pd nagra enkla forbiseenden, utan pekade
pa grundldggande begreppsliga fragor.

Reaktionen pd paradoxerna varierade, men matematikern David
Hilbert foreslog foljande utvdg. Matematik handlar ofta om abstrakta
ting, och endast en begrinsad del har ett klart och tydligt askddligt
innehéll: t ex vissa enkla pdstdenden om heltal. Hilbert poidngterade
nu att de formella matematiska spraken sjidlva bestdr av uttryck —
symboler, formler, bevis — av just denna precisa och askadliga natur.
Metamatematik var Hilberts namn pa en matematisk teori som hand-
lar om formella teorier, och 1 vilken endast metoder stdllda utom allt
tvivel — s. k. finita metoder — var tillitna. Pastdendet att en viss teori
ar motsdgelsefri ar just ett metamatematiskt pastdende. Att med finita

metoder visa klassiska matematiska teoriers motsédgelsefrihet skulle



eliminera hotet om paradoxer, och i denna mening sdkra matematik-
ens grundvalar. P& Hilberts Program stod att genomfora dessa bevis
for motségelsefrihet.

Men nu kom Godels andra ofullstandighetssats som ett dripslag:
den sdger ndmligen att for varje motsédgelsefri och tillrackligt stark
teori géller, att pastdendet om dess motsidgelsefrihet inte sjalvt kan
visas med metoder som ér tillgdngliga inom teorin. Om vi tdnker oss
att alla finita metoder ryms inom en klassisk teori for elementér
aritmetik — vanligen kallad Peanos Aritmetik — sd foljer det att om
Peanos Aritmetik dr motsidgelsefri, s kan man inte bevisa detta
faktum med finita metoder!

En betydande del av logisk forskning under 1900-talets senare
hélft kretsade kring innebdrden 1 Godels resultat, och mer allmént
kring de grundvalsfrigor som hade rests av Russell, Hilbert, och
manga andra. Det &r for sina bestdende insatser pa detta omrdde som
Feferman tilldelas Schock-priset.

En siddan insats géller aritmetisering. Jag sade att symboler,
formler, bevis dr syntaktiska objekt som kan studeras matematiskt. |
praktiken kodar man dessa formella uttryck som heltal. En sddan
kodning kallas ofta Godelnumrering. Darvid kommer pistdenden om
sprakliga uttryck att oversittas till pdstdenden om heltal, och man har

séledes aritmetiserat metamatematiken. Minga av de Oversatta pasté-



endena om en teori kan ocksé bevisas i teorin sjdlv, medan andra — t.
ex. Oversittningen av pastdendet att teorin dr motsidgelsefri — inte kan
det: det &r just inneborden av Gdodels andra sats. Godel sjdlv hade
bara skisserat beviset for denna sats. Feferman upptéickte nu ett vik-
tigt intensionellt drag hos detta och liknande resultat, lokaliserat till
det sdtt pa vilket egenskapen att vara ett axiom 6versitts till en arit-
metisk formel. Det finns manga extensionellt ekvivalenta sitt att gora
detta. D. v. s. det finns ett stort antal aritmetiska formler som har
samma extension, ndmligen mingden av Goédelnummer péd teorins
axiom, men som har olika mening eller intension. Var och en dessa
formler ger upphov till en specifik aritmetisk version av péstidendet
att teorin dr motsigelsefri. Feferman visade att Godels argument
fungerar for speciellt enkla sddana formler, men att man kan vilja
andra formler sd& att motsdgelsefrihetspdstdendet faktiskt blir
bevisbart. Detta strider inte mot Godels resultat, eftersom man 1 det
fallet inte har en korrekt oversittning av det informella pastaendet att
teorin dr motsdgelsefri, men det problematiserar just vad det innebar
att en sddan Oversittning dr korrekt.

I sin doktorsavhandling frdn 1957 gar Feferman ladngt utover ett
klargorande av innehdllet 1 Godels satser. Han ldgger grunden till en
rik teori pad detta omrdde, som fortfarande utforskas. Bl. a. visar han

att de ndmnda icke-standardversionerna av pastidenden om



motsdgelsefrihet 14ngt ifrdn &r kuriositeter, utan tvirtom kan
anvindas for att visa resultat som pa olika sitt starker Godels satser.
Aritmetisering dr numera en standardmetod inom logiken, och den
forsta systematiska undersokningen av dess mojligheter har vi
Feferman att tacka for.

Fefermans andra grupp av bidrag dr ocksd ndra relaterad till
ofullstindighetssatserna. Om man till en given teori ligger en sann
men obevisbar sats, sd fir man en ny teori, som sd att sdga ar mer
fullstindig dn den gamla. Men Gdodels resultat géller aterigen, sa det
kommer det att finnas en annan sann men obevisbar sats 1 den nya
teorin. Och sa vidare. Upprepar man denna procedur i det odndliga
fir man en progression av teorier. Progressionen ar sjélv en teori, och
man kan friga om den fangar alla sanna satser i det givna spraket.
Den fragan dr intressant om progressionen ar bildad genom att syste-
matiskt ldgga till pastdenden av samma form. Den antyder ett nytt
sdtt att ”fdnga” mingden av sanna aritmetiska satser — enligt Godels
resultat kan denna mingd inte axiomatiseras pd det vanliga sittet.
Fefermans studium av rekursiva progressioner kring ar 1960 &r
fundamentalt. Det var kidnt att om man systematiskt ldgger till
motsigelsefrihetspdstdenden, sd fidngar man till slut alla sanna satser
av en viss enkel form. Feferman visade att mer komplexa sanningar

inte kan fas pé detta sétt, men om man i stéllet lagger till en viss form



av reflexionsprinciper, med vilket menas aritmetiserade versioner av
pastaendet att alla bevisbara satser dr sanna, s& kan man faktiskt
generera den elementira aritmetikens alla sanningar. Han gjorde det,
aterigen intensionella, begreppet progression precist, och gav den
grundldggande teorin for progressioner.

Lat oss till slut dtervidnda till reaktionerna pd Russells Paradox.
Russell sjdlv menade att den byggde pé otilldtna impredikativa reso-
nemang. Idén dr att det ar otilldtet att anvinda definitioner som &ar
cirkuldra 1 den meningen att de forutsitter en domin som innefattar
ocksd det objekt som skall definieras. Frdgan ar hur denna idé skall
preciseras, och hur mycket av klassisk matematik som kan rekon-
strueras predikativt. En tanke, som ocksa gir tillbaka till Russell, ar
att bygga en hierarki av successivt starkare teorier. Man startar t. ex.
med Peanos Aritmetik, och tilldter 1 forsta steget bara definitioner
som forutsitter doméanen av heltal. Darvid kommer vissa mdngder av
heltal att bli definierbara, och 1 nésta steg 1dter man ocksa dessa ingé 1
doménen. Nu blir nya mingder av heltal definierbara, och proceduren
kan upprepas 1 det odndliga. Men sittet att fortsétta 1 det odndliga
maste ocksa uppfylla kravet pd predikativitet. Hir kom Fefermans
teori om progressioner till anvindning, och 1958 formulerade Georg
Kreisel problemet om griansen for progressioner av detta slag, och

diarmed grinsen for predikativ matematisk analys.



Detta problem lostes av Feferman ar 1964 (och obeorende av
honom av Kurt Schiitte), d& han kunde identifiera det ordinaltal som
anger precis hur 1dngt denna predikativa hierarki stracker sig. Studiet
av predikativitet padgdr dn idag, och Feferman har lamnat flera bety-

delsefulla ytterligare bidrag.



